Teoria, ejercicios y problemas de Matematicas. Curso: 1° BCT

Unidad 11: Limites, continuidad y asintotas

Qué vamos a aprender

Concepto de limite

Limites laterales
Limite en un punto
Limite en el infinito

lim,_ .- f(x) Limite cuando x tiende a “c” por la izquierda: valor al
que se acerca la funcidn segln x avanza hacia c por su izquierda.

lim,_+ f(x) Limite cuando x tiende a “c” por la derecha: valor al
gue se acerca la funcidn segun x avanza hacia c por su derecha.
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lim,_. f (x)Limite cuando x tiende a “c” : valor al que se acerca la
funcién f segln x avanza hacia c. Este limite existe cuando los dos
laterales existen y toman el mismo valor.

lim,_. f (x)Limite cuando x tiende a infinito : a qué valor se acerca
la funcidn f seglin aumenta indefinidamente el valor de x.

lim,_,_, f (x)Limite cuando x tiende a menos infinito : a qué valor
se acerca la funcién f segin disminuye indefinidamente el valor de x.

Continuidad de una funcion
en un punto. Tipos de
discontinuidades.

i
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Una funcidn es continua en x=c si existen f(c) y lim,_,. f (x)y toman
el mismo valor. En otro caso, f es discontinua en x=c, y puede ser:

A) EVITABLE: si existe lim,_,. f (x)y es finito, pero no coincide con f(c)

(Como ocurre en los puntos x; y x3)

B) DE SALTO FINITO: existen los dos limites laterales y ambos son
finitos, pero distintos entre si.

(Como ocurre en x;)

C) DE SALTO INFINITO: alguno de los limites laterales es infinito

(Como ocurre en x,)
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Asintotas

Verticales
Horizontales

Oblicuas

A. Horizontal

Son rectas a las que la funcién se acerca indefinidamente, pero
sin llegar a tocarla. Pueden ser de tres tipos: verticales,
horizontales y oblicuas.

Se calculan asi:

A) Asintotas verticales: de la forma x=a, siendo a un punto en el
que se cumple: lim,_,, f (x) = too

B) Asintotas horizontales: de la forma y = k, siendo k un punto
en el que se cumple: lim, 4o, f (x) =k

C) Asintotas oblicuas: de la forma y=mx+n, siendo m =

lim, e %y n = lim,_ e, f(x) —mx

Si en una funcién f hay asintotas horizontales, no habrd
asintotas oblicuas, por lo que ya no es necesario calcularlas.
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Eiemplos resueltos:
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Ejemplo 1: Vamos a estudiar la funcién f(x) = XT
Estudiar una funcion es analizar todas las caracteristicas que podamos: dominio, recorrido,
puntos de corte con los ejes, continuidad, asintotas, crecimiento, mdximos y minimos,
concavidad, puntos de inflexion, .. algunas cosas aun no sabremos calcularias. El objetivo es

poder, con esa informacion, representaria grdficamente. Por ahora sabremos hacer el siguiente
estudio:

A) Dominio de f(x):

Debe ser x # 0 Por tanto: Domf(x) = R\ {0}.

B) Puntos de corte con los ejes:

xZ—4
x

Eje de las X:y = O: =0; x2—4=0; x = +2; f(x) corta al eje X en dos puntos: (2,0)y (-2,0)

2_
Eje de las ¥: x=0: y = %No tiene sentido, pues x=0 no estd en el dominio de f(x). Es decir,

f(x) no cortaal eje ¥

C) Continuidad:

Dada su expresion analitica, una funcion podrd no ser continua en puntos donde veamos

owon

"problemas”, "cosas raras”’, algo que no va bien.....
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f(x) no puede ser continua en x=0 porque, tal y como ya hemos visto al estudiar su dominio, la
funcién ni siquiera existe en ese punto. Vamos a estudiar qué tipo de discontinuidad presenta:
x=0: f(0) no existe

. , 24 —4 . Ly, .o .
lim,_o f (x) = lzm,HoxT = {T} presenta una indeterminacion. Este limite no existe, pues a la

izquierda del cero toma valores positivos (tiende a infinito) y a la derecha toma valores
negativos ( tiende a menos infinito)

Por tanto, en x=0 la funcidén presenta una discontinuidad de salto infinito.

Existen varios tipos de inteterminaciones, son expresiones de las que no sabemos su valor:

0 o . ;. ;.
©—00,0-0 ~,—, 1%,0° 0°, Existen técnicas para resolver cada una de ellas, lo aprenderéis.
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D) Simetrias:
(—x)%—4  x2%2-4 x2—4 .. . . e s .
f(—x) = — = =-—= —f(x). Por tanto, la funcién es impar, es decir, simétrica

—X

respecto del origen.
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E) Asintotas:

- Asintotas verticales: en x=0, las ramas laterales han sido estudiadas en el apartado anterior.
- Asintotas horizontales: no tiene, pues lim,_,., f (x) = ooy lim,_,_, f (x) =
Estos limites son infinito porque tenemos un cociente de polinomios en el que el grado del
numerador es mayor que el grado del denominador. Por tanto, el numerador crece mds rdpido, es
" el que manda” y se dirige a infinito.
- Asintotas Oblicuas:

G _ li xZ—4 1

m = ll'Tflx_>oo T My 50 x_z =

/7
x2—4—x2

x2—4 .
—x) =1lim, e " =

n = L, (F () = m) = limo (F () = %) = lim,—o (55

. —4
lim, o —= 0

E/ valor de m es 1 porque los polinomios del cociente tienen el mismo grado (o sea, "mandan lo
mismo”), y por tanto el resultado es el cociente de los coeficientes de los términos principales
de cada uno de ellos.
E/ valor de n es O porgue el denominador tiene mayor grado, es ‘el que manda”. Se piensa
diciendo que tengo 4 caramelos divididos entre infinitas personas, ca cudnto tocan cada una de
ellas? Pues a nada....

Existe por tanto una asintota oblicua de

ecuacion: y=x h

Si en un eje de coordenadas
representamos todo esto, vemos la 1

forma que tiene la funcién:
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Ejemplo 2: f(x) =x*+1
A) Dominio de f(x): Domf(x) = R.
B) Puntos de corte con los ejes:

Eje de las X: y = 0: x* + 1 = 0, no tiene solucién, por tanto la funcién no corta al eje X
Ejedelas ¥: x=0: y = 0* + 1 = 1, la funcién corta al eje ¥ en (0,1)

C) Continuidad: f(x) es continua en todo su dominio

D) Simetria:

f(=x) = (=x)*+1=x*+ 1= f(x): La funcidn es par, esto es, simétrica respecto del eje V.

E) Asintotas:

- Asintotas verticales: no tiene
- Asintotas horizontales: no tiene, pues lim,_,., f (x) = ooy lim,_,_, f (x) = o

- Asintotas Oblicuas:

. , , 411
no tiene, pues m = lim,_,, @ = lim, e XT = o, no puede ser.

Si en un eje de coordenadas

representamos todo esto, vemos
la forma que tiene la funcién:
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x2-2x

Ejemplo 3: f(x) =
A) Dominio de f(x): x> —2x =0;x- (x —2) =0;x = 0,2 Domf(x) = R\ {0,2}.
B) Puntos de corte con los ejes:

Eje de las X: y = 0: x? + 2 = 0, no tiene solucidn, por tanto la funcién no corta al eje X

Ejedelas Y: x=0: y = no tiene solucion, puesto que la funcion no estd definida en x=0

02 0’
La funcidn no cortaa los ejes.

C) Continuidad: la funcion es continua en todos los puntos salvo en x=0 y en x=2,
donde no estd definida. Estudiemos qué tipo de discontinuidad presenta en cada
caso:

X=0: si estudiamos los limites laterales:

x242 2
Por la izquierda: lim, o f(x) = limy - 5—- = {6} = 400

242 2
Por la derecha: lim,_o+ f(x) = lim,_q+ xz = = {6} = —

Por lo tanto, en x=0 presenta una discontinuidad de salto infinito.
X=2: si estudiamos los limites laterales:

. . . . 242 6
Por la izquierda: lim,_,,- f(x) = lim,_,,- XZ—ZX = {6} = —0o0

x2+42 6
Por la derecha: lim,p+ f(x) = lim, p+ —— = {6} = 400

Por lo tanto, en x=2 también presenta una discontinuidad de salto infinito.

D) Simetria:

_ (—x)%+2 _ x242
f(_x) T (—x)2-2(—x)  x2+2x’

luego la funcidén no es simétrica

E) Asintotas:

- Asintotas verticales: en x=0 y en x=2, y las ramas ya se han estudiado en el apartado de
continuidad.

x2

- Asintotas horizontales: lim, . f (x) = lim, e ﬁ = 1Tiene una asintota horizontal en y=1

- Asintotas Oblicuas: No tiene, por tener horizontales.
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Si en un eje de coordenadas representamos todo esto, vemos la forma que tiene la

funcion:

12

10

Ejercicios y problemas:

1. Estudia todas las caracteristicas y representa grdficamente las siguientes

funciones:
a) () = x* = b) f(x) =vZ—3 &) f) = 2k
DI = &) f() = f) fx) = 222

(recuerda: puedes comprobar con Geogebra la representacion grdfica)

2. Estudia la continuidad en los puntos de ruptura de las siguientes funciones:

a)f(x)={2x—1,six<3} b)f(x)={ 1,six <0 }

5—x,six >3 x®+1,six >0

¢) fx) = {xz —2,six < 2} d) FCx) = {%,six * 1}

Xx,Six = 2 1 six=1
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